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Lösung 1 (Di�erentielle Inverse Kinematik)

1. Berechnung der Jacobi-Matrix

Die Funktion für die Position des Ende�ektors ist gegeben als

f(q) =

 −500sin(θ2)cos(θ3)− 500cos(θ2)sin(θ3)− 500sin(θ2)
500cos(θ2)cos(θ3)− 500sin(θ2)sin(θ3) + 100 + 500cos(θ2)

d1


Die Jacobi-Matrix berechnet sich als

J(q) =
∂f

∂q
=
(
∂f
∂d1

∂f
∂θ2

∂f
∂θ3

)
=

0 −500cos(θ2 + θ3)− 500cos(θ2) −500cos(θ2 + θ3)
0 −500sin(θ2 + θ3)− 500sin(θ2) −500sin(θ2 + θ3)
1 0 0


Invertieren der Jacobi-Matrix ergibt

J−1(q) =

 0 0 1

− 1
500

sin(θ2+θ3)
sin(θ3)

1
500

cos(θ2+θ3)
sin(θ3)

0
1

500
sin(θ2+θ3)+sin(θ2)

sin(θ3)
1

500
−cos(θ2+θ3)−cos(θ2)

sin(θ3)
0


2. Singularitäten

Die Jacobi-Matrix ist singulär für θ3 = 0◦, 180◦. Die inverse Matrix existiert für diese
Gelenkwinkelstellungen nicht.
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Lösung 2 (Dynamikmodellierung nach Lagrange)

Für unseren Roboter gelten folgende vereinfachende Annahmen:

1. m1 und m2 sind als Punktmassen in der Mitte der entsprechenden Armsegmente de�-
niert,

2. das zweite Armsegment s2 ist ein dünner Stab mit einem vernachlässigbaren Radius,

3. in dem System gibt es keine Reibung,

4. der Roboter ist auf einer Höhe von h = 0 installiert.

Die Bewegungsgleichung kann nach der Methode von Lagrange entsprechend folgender For-
mel ermittelt werden:

τ =
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q

mit der Lagrange-Funktion:
L = Ekin − Epot.

1. Kinetische Energie für s1 und s2

Für s1 ergibt sich aus der Translationsgeschwindigkeit ḋ folgende kinetische Energie:

Ekin,1 =
1

2
m1ḋ

2.

Für s2 ergibt sich aus der Translationgeschwindigkeit (ẋ2, ẏ2) und Rotationsgeschwin-
digkeit θ̇ folgende kinetische Energie:

Ekin,2 =
1

2
m2v

2
2 +

1

2
Jω2

=
1

2
m2

(
ẋ22 + ẏ22

)
+

1

2
Jθ̇2

=
1

2
m2

(
ẋ22 + ẏ22

)
+

1

2

1

12
m2l

2
2θ̇

2.

Basierend auf der Annahme, dass s2 ein dünner Stab sei mit Masseschwerpunkt in der
Mitte von s2, ist das Trägheitsmoment J folgendermaÿen gegeben:

J =
1

12
m2l

2
2.

Eingesetzt in Ekin,2 ergibt sich:

Ekin,2 =
1

2
m2

(
ẋ22 + ẏ22

)
+

1

2

1

12
m2l

2
2θ̇

2. (1)
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x2 und y2 abgeleitet nach der Zeit ergeben die Translationsgeschwindigkeiten ẋ2 und
ẏ2:

ẋ2 = ḋ− θ̇1
2
l2sin(θ),

ẏ2 = θ̇
1

2
l2cos(θ).

Eingesetzt in Gleichung 1 ergibt sich als kinetische Energie für das zweite Armsegment:

Ekin,2 =
1

2
m2ḋ

2 +
1

2

1

4
m2l

2
2θ̇

2 − 1

2
m2l2ḋθ̇sin(θ) +

1

24
m2l

2
2θ̇

2.

2. Potentielle Energie für s1 und s2

Für den allgemeinen Fall, dass sich der der Ursprung des Roboters auf einer Höhe von
h > 0 be�ndet, kann die potentielle Energie mit dem Gravitationsvektor g für s1 wie
folgt beschrieben werden:

Epot,1 = m1gh.

Entsprechend gilt für s2

Epot,2 = m2g

(
h− 1

2
l2sin(θ)

)
.

Aus h = 0 folgt:

Epot,1 = 0

Epot,2 = −m2g
1

2
l2sin(θ).

3. Lagrange-Funktion und deren Ableitungen

Die Lagrange-Funktion setzt sich aus der kinetischen und potentiellen Energie für s1
und s2 entsprechend folgender Regel zusammen:

L = Ekin,1 + Ekin,2 − Epot,1 − Epot,2.

L wird mittels vorheriger Ergebnisse wie folgt beschrieben:

L =
1

2
(m1 +m2)ḋ

2 +
1

2

1

4
m2l

2
2θ̇

2 − 1

2
m2l2ḋθ̇sin(θ) +

1

24
m2l

2
2θ̇

2 +m2g
1

2
l2sin(θ).

Die Bewegungsgleichung setzt sich aus den beiden Komponenten τ1 und τ2 zusammen, zu
deren Bestimmung die folgenden Ableitungen bestimmt werden müssen:

d

dt

∂L

∂ḋ
,
∂L

∂d
,
d

dt

∂L

∂θ̇
,
∂L

∂θ
.
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Die Ableitungen von L für das Translationgelenk mit dem Stellsignal d sind wie folgt de�niert:

∂L

∂ḋ
= (m1 +m2)ḋ−

1

2
m2l2θ̇sin(θ)

d

dt

∂L

∂ḋ
= (m1 +m2)d̈−

1

2
m2l2(θ̈sin(θ) + θ̇θ̇cos(θ))

∂L

∂d
= 0.

Die Ableitungen von L für das Rotationsgelenk mit dem Stellsignal θ sind wie folgt de�niert:

∂L

∂θ̇
=

1

4
m2l

2
2θ̇ −

1

2
m2l2ḋsin(θ) +

1

12
m2l

2
2θ̇

d

dt

∂L

∂θ̇
=

1

4
m2l

2
2θ̈ −

1

2
m2l2(d̈sin(θ) + ḋθ̇cos(θ)) +

1

12
m2l

2
2θ̈

∂L

∂θ
= −1

2
m2l2ḋθ̇cos(θ) +

1

2
m2l2gcos(θ).

Daraus ergibt sich für τ1 und τ2:

τ1 =
d

dt

∂L

∂ḋ
− ∂L

∂d

= (m1 +m2)d̈−
1

2
m2l2sin(θ)θ̈ −

1

2
m2l2cos(θ)θ̇

2 − 0

τ2 =
d

dt

∂L

∂θ̇
− ∂L

∂θ

=
1

4
m2l

2
2θ̈ −

1

2
m2l2d̈sin(θ)−

1

2
m2l2ḋθ̇cos(θ) +

1

12
m2l

2
2θ̈ − (−1

2
m2l2ḋθ̇cos(θ) +

1

2
m2l2gcos(θ))

=
1

3
m2l

2
2θ̈ −

1

2
m2l2sin(θ)d̈−

1

2
m2l2gcos(θ).

Die allgemeine Form der Bewegungsgleichung unter Vernachlässigung von Reibung lautet:

τ =M(q)q̈ + c(q̇, q) + g(q)

Die Massenträgheitsmatrix M erhält man durch das Zusammenfassen aller Terme die von q̈
abhängen. Im Vektor c (Zentripetal- und Corioliskomponenten) werden alle Terme zusam-
mengefasst, die sowohl von q̇ und q abhängen. Im Vektor g werden alle Terme zusammen-
gefasst, in denen Gravitationskomponenten enthalten sind

Damit lässt sich die Bewegungsgleichung wie folgt beschreiben:

τ =

(
τ1
τ2

)
=

(
m1 +m2 −1

2
m2l2sin(θ)

−1
2
m2l2sin(θ)

1
3
m2l

2
2

)(
d̈

θ̈

)
+

(
1
2
m2l2θ̇

2 · cos(θ)
0

)
+

(
0

−1
2
m2l2g · cos(θ)

)
.

Hinweis: Die generalisierten Kräfte τ1 und τ2 haben unterschiedliche Einheiten. τ1 ist eine
Kraft (Einheit: Newton), während τ2 ein Drehmoment ist (Einheit: Newtonmeter).
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Lösung 3 (Laplace-Transformation mittels Integral)

Die LaPlace-Transformation ist nur für t ≥ 0 de�niert. Um sicher zu stellen, dass diese
Bedingung erfüllt ist, wird f(t) mit der Einheitssprungfunktion σ(t) multipliziert.

f(t) = sin(ωt)σ(t)

Die Sinusfunktion wird nun in die komplexe Darstellung überführt:

f(t) =
1

2i

(
eiωt − e−iωt

)
σ(t).

Das Integral um eine Gleichung vom Zeitbereich in den Frequenzbereich zu überführen lautet
allgemein:

L {f(t)} = F (s) =

∫ ∞
0

f(t)e−stdt.

Mit der komplexen Sinusfunktion lautet es:

F (s) =
1

2i

∫ ∞
0

(
eiωt − e−iωt

)
e−stdt

=
1

2i

∫ ∞
0

(
e−(s−iω)t − e−(s+iω)t

)
dt

=
1

2i

[
−e−(s−iω)t

s− iω
+
e−(s+iω)t

s+ iω

]∞
0

.

Mit der Überlegung, dass sich e−(s±iω)t = e−st · e∓iωt als Produkt einer konvergenten
Funktion e−st mit limt→∞ e

−st = 0, und einer divergenten, aber beschränkten Funktion
e∓iωt = cos(∓ωt) + i sin(∓ωt) schreiben lässt, folgt limt→∞ e

−(s±iω)t = 0

Daraus ergibt sich als Lösung des Integrals:

F (s) = F (s)∞ − F (s)0

=
1

2i

(
1

s− iω
− 1

s+ iω

)
=

1

2i

2iω

s2 + ω2

=
ω

s2 + ω2
.


