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Losung 1 (Differentielle Inverse Kinematik)

1. Berechnung der Jacobi-Matrix

Die Funktion fiir die Position des Endeffektors ist gegeben als

—500sin(63)cos(03) — 500cos(0z)sin(03) — 500sin(6s)
f(q) = | 500cos(63)cos(65) — 500sin(62)sin(fs) + 100 + 500cos(6s)
dq

Die Jacobi-Matrix berechnet sich als

0 —500cos(b, + 03) — 500co0s(f2)  —500cos(0s + 03)

9
J(q) = 8_1; = (&8 = 0 —S00sinif + 6) = S00sin(fs) —S00sinif + 0

Invertieren der Jacobi-Matrix ergibt

0 0 1
_ 1 sin(02+403) 1 cos(02+4063)
J 1<q) = " 500 sin%@g)g 500 sin%@g)S 0
1 sin(02+03)+sin(02) 1 —cos(f2+03)—cos(62) 0
500 sin(03) 500 sin(03)

2. Singularitaten

Die Jacobi-Matrix ist singular fiir 83 = 0°,180°. Die inverse Matrix existiert fiir diese
Gelenkwinkelstellungen nicht.
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Losung 2 (Dynamikmodellierung nach Lagrange)

Fiir unseren Roboter gelten folgende vereinfachende Annahmen:

1. my; und ms sind als Punktmassen in der Mitte der entsprechenden Armsegmente defi-
niert,

2. das zweite Armsegment s, ist ein diinner Stab mit einem vernachléssigbaren Radius,
3. in dem System gibt es keine Reibung,

4. der Roboter ist auf einer Hohe von h = 0 installiert.

Die Bewegungsgleichung kann nach der Methode von Lagrange entsprechend folgender For-

mel ermittelt werden:
L _d(oLy_oL
- dt \9q dq

L= Ekln - Epot~

mit der Lagrange-Funktion:

1. Kinetische Energie fiir s; und s,

Fiir s; ergibt sich aus der Translationsgeschwindigkeit d folgende kinetische Energie:

Fiir s, ergibt sich aus der Translationgeschwindigkeit (&, 72) und Rotationsgeschwin-
digkeit 6 folgende kinetische Energie:

1 1
Ering = §m2?1§+§Jw2
1 9 oy Lo
— §m2 (I‘z + y2) + 5(]0
1 ) ) 11 .
= gm (%5 +93) + 5577121392-

Basierend auf der Annahme, dass s, ein diinner Stab sei mit Masseschwerpunkt in der
Mitte von s,, ist das Triagheitsmoment J folgendermafsen gegeben:

1

Eingesetzt in Ej;, » ergibt sich:

Loy o 11 .
Epiny = 5ma (&5 +15) + 5 5mel6”. (1)
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2o und y, abgeleitet nach der Zeit ergeben die Translationsgeschwindigkeiten =5 und
(P

‘ .1

Ty = d—0§l23m(9),

Yo = 9%[2605(9).

Eingesetzt in Gleichung 1 ergibt sich als kinetische Energie fiir das zweite Armsegment:

Ekin,2 = §m2d2 -+ 517712[%92 — §m2l2d95m(9) + 2—4m2l§92

2. Potentielle Energie fiir s; und s

Fiir den allgemeinen Fall, dass sich der der Ursprung des Roboters auf einer Hé6he von
h > 0 befindet, kann die potentielle Energie mit dem Gravitationsvektor g fiir s; wie
folgt beschrieben werden:

Epot,l - mlgh

Entsprechend gilt fiir so
.
Epota = mag (h — §l23m(9)> )

Aus h = 0 folgt:

Epot,l =0

1.
Epto = —m2g§lgszn(6).

3. Lagrange-Funktion und deren Ableitungen
Die Lagrange-Funktion setzt sich aus der kinetischen und potentiellen Energie fiir s;
und s, entsprechend folgender Regel zusammen:

L= Ekin,l + Ekin,Q - Epot,l - Epot,Q-

L wird mittels vorheriger Ergebnisse wie folgt beschrieben:

1 : 11 . 1 c 1 . 1. .
L= §(m1 + mg)d2 + 517712[%02 — §m212d05m(9) + ﬂmgl§92 + mgg§l25m(9).

Die Bewegungsgleichung setzt sich aus den beiden Komponenten 7 und 7, zusammen, zu
deren Bestimmung die folgenden Ableitungen bestimmt werden miissen:

0L 9L d oL oL
dt 9d’ od’ dt 96’ 90~
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Die Ableitungen von L fiir das Translationgelenk mit dem Stellsignal d sind wie folgt definiert:

I A T
% = (1 +ma)d — 5malasin(0)

d 0L ;1 o i

E% = (ml + mg)d - §m2l2(682n(0) + 90008(0))
oL
9 0.

Die Ableitungen von L fiir das Rotationsgelenk mit dem Stellsignal 6 sind wie folgt definiert:

oL 1 : s 1 .
% = Zmﬂ%@ — §m2l2dszn(€) + Emglgﬁ
doL 1 . 1 . .. 1 .
e i nglze — Emzlg(dsm(@) + dfcos(0)) + EmQZQH
oL 1

. 1
58 —§m2l2d9003(9)+§m2l29003(9)'

Daraus ergibt sich fiir 7, und 7»:

_ doiL OL
"7 d@tod  od
= (my 4 my)d — =mylysin(0)8 — Zmylycos(0)6 — 0
y = LOL 0L
P dtog o0
1 .. 1 . 1 .. 1 - 1 .. 1
= —mpl30 — —myladsin(f) — =msladfcos(6) + —msl50 — (—=msladfcos(0) + =malagcos(0))
4 2 2 12 2 2
1

" -1
= —mpl3f — §m2l25in(9)d - §m212g005(0).

Die allgemeine Form der Bewegungsgleichung unter Vernachlidssigung von Reibung lautet:
T =M(q)§ +c(d,q9) +9(q)

Die Massentriagheitsmatrix M erhélt man durch das Zusammenfassen aller Terme die von ¢
abhéngen. Im Vektor ¢ (Zentripetal- und Corioliskomponenten) werden alle Terme zusam-
mengefasst, die sowohl von ¢ und g abhidngen. Im Vektor g werden alle Terme zusammen-
gefasst, in denen Gravitationskomponenten enthalten sind

Damit l&dsst sich die Bewegungsgleichung wie folgt beschreiben:

- (™) = mq + mo —%mglgé‘in(g) d n %m2l292'cos(0) L 0
o\ —%mglgSin(e) %mglg 0 0 —%mQZQg-cos(H) '

Hinweis: Die generalisierten Krafte 7 und 75 haben unterschiedliche Einheiten. 7 ist eine
Kraft (Einheit: Newton), wihrend 75 ein Drehmoment ist (Einheit: Newtonmeter).



Musterlsungen zum 3. Ubungsblatt ,,Robotik I im WS 2016/17 5)

Losung 3 (Laplace-Transformation mittels Integral)

Die LaPlace-Transformation ist nur fiir ¢ > 0 definiert. Um sicher zu stellen, dass diese
Bedingung erfiillt ist, wird f(¢) mit der Einheitssprungfunktion o(¢) multipliziert.

f(t) = sin(wt)o(t)

Die Sinusfunktion wird nun in die komplexe Darstellung iiberfiihrt:

1

ft) = % (e“r —e ™" a(t).

Das Integral um eine Gleichung vom Zeitbereich in den Frequenzbereich zu iiberfiihren lautet
allgemein:

L{f(t)} = F(s) = / " ftye .

Mit der komplexen Sinusfunktion lautet es:

1 o

F(S) = 2_Z i (eiUJt _ €—iwt) 6_Stdt
1 © . .
_ —(s—iw)t _ —(s+iw)t
= 9%, (e e ) dt

1 [—e(s—iw)t e~ (stiw)t o0
x|

s — 1w s+ 1w 0.

stiw)t st

Mit der Uberlegung, dass sich e = et . eT®! als Produkt einer konvergenten

Funktion e™*! mit lim, . e™** = 0, und einer divergenten, aber beschrinkten Funktion
eTt = cos(Fwt) + isin(Fwt) schreiben lisst, folgt lim,_. e~ @)t = (

Daraus ergibt sich als Losung des Integrals:
F(s) = F(s) — F(s)o

1 1 1
2 \s—iw s+ iw

1 2w

2i 82 + w2

s2 + w?’



